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In der Feldtheorie bedient man sich in zunehmendem MaBe des Funktionalkalkiils. Beispiele
dafiir sind die S-Matrix-Theorie und die Theorie der Schwingerschen Funktionale. Meist wird
dieser Formalismus nur formal benutzt, ohne Konvergenzuntersuchungen. In dieser Arbeit soll
die Konvergenz und damit die Existenz der Schwingerschen Funktionale als unendliche zeit-
geordnete Operatorprodukte fiir eine Klasse von Systemen der Quantenmechanik bewiesen werden.
Solche Systeme, z.B. der anharmonische Oszillator, werden in der Feldtheorie hiufig fiir Modell-

untersuchungen verwendet.

1. Einfiihrung

Bei der Formulierung der Quantenfeldtheorie be-
dient man sich hédufig der Schwingerschen Funk-
tionale 1-9. Diese haben die Form

T(j) = Texpi [A(x)j(x)dx (1.1)
mit @ = (29, @1, ¥2, 3), Schwingers ,,dulleren Quel-
len** j und der Zeitordnung 7'. Als Test- und Modell-
fall fiir die allgemeine Theorie werden haufig Sy-
steme der Quantenmechanik betrachtet3:10-12 yor
allem in 6.13-17_ Funktionale dieser Gestalt treten
auch in der S-Matrixtheorie auf6,18-20,

Der Aufbau dieser Theorie erfolgt in der Literatur
fast durchweg formal, d.h. ohne Konvergenzunter-
suchungen. Wir wollen in dieser Arbeit die Konver-
genz (im Sinne der starken Topologie) des unend-
lichen Operatorproduktes 1.1 (FEYNMAN-Produkt10)
und damit die Existenz des Schwingerschen Funk-
tionals im Fall der quantenmechanischen Modell-
theorien nachweisen (p-¢-Fall der mehrzeitigen
Theorie). Darunter fillt insbesondere der anharmo-
nische Oszillator mit dem Hamilton-Operator
p? + ¢4 Das Schwingersche Funktional hat in diesen
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Fallen die Form
ZT(j1,j2) = Texpi [ (p1(t) ji(t) + p2(t) j2 (1) dt (1.2)

mit dem Impulsoperator y;(f) = p(f) und dem
Ortsoperator 2 (t) = ¢q(t). Hier sind j; und jz reell-
wertige Funktionen von ¢. (Im Operatorkalkiil von
FEvyNMaN 10 wird 7" weggelassen.)

Nach 10, Gl. (15) gentigt das von ¢ bis ¢ erstreckte
Feynman-Produkt

t

Tl (j1,j2) 1 = Texpi [ (y1(t) j1(t) + p2(t) j2(t)) dt

to

formal der Differentialgleichung

f}t Tt (1, g2) = i (w1 (B) 1 (8) + p2 () j2(8) T (j1, J2)
(1.3)

mit der Anfangsbedingung T%!(jq, j2) = I (Eins-
operator) fir ) = ¢t. Aus der Theorie solcher sog.
Evolutionsgleichungen folgt unter bestimmten Vor-
aussetzungen iiber den Operator

w1 (t) 71 () + w2 (t) j2 (£)

stets die eindeutige Losbarkeit von (1.3) 21-27. Wir
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SCHWINGERSCHE FUNKTIONALE IN DER QUANTENMECHANIK

wollen daher von vornherein die Schwingerschen
Funktionale mit Hilfe der Differentialgleichung (1.3)
definieren. Zur praktischen Berechnung dieser
Funktionale kann man sich dann der Losungs-
methoden von (1.3) mittels Differenzenverfahren 28
oder mittels der Methode der kleinsten Quadrate 26
bedienen. Fiir theoretische Untersuchungen ist die
Methode der Feynman-Produkte vorteilhafter10,21,
Das Hauptproblem besteht stets im Priifen der Vor-
aussetzungen, unter denen diese Methoden anwend-
bar sind.

Im folgenden soll stets der Hilbert-Raum
S : = L2(R) der auf den reellen Zahlen R im Sinne
von Lebesgue quadratintegrablen Funktionen (-klas-
sen modulo der Nullfunktionen) zugrunde liegen.

Esseip: = 1 ;x der Differentiationsoperator und
q = x. Der Multiplikationsoperator in L2(R) mit
den Definitionsbereichen D (p) bzw. D(q), so dall p
und ¢ selbstadjungiert sind (s. 29, S. 109 u. 112).
Mit dem Hamilton-Operator H in J# sei dann
y1(0): =p, 2(0):=gq,

pi(t): =M1 (0) e, po(t): = Ml yp(0) e~ "

2. Exakte Definition der Schwingerschen
Funktionale
Formal erhélt man aus einer Losung

t

Texpi [ (p1(t)j1(t) + pa(t) j2(t)) dt

to
von 1.3 das Schwingersche Funktional
+o0

Texpi [ (y1(t)j1(t) + p2(b) ja(t) dt,

indem man den asymptotischen Limes ¢ — + oo,
to — — oo bildet. Das soll nun prézisiert werden.

2.1. Definition. Fir alle t € R sei ein (nicht not-
wendig beschrankter) Operator A4 (f) im Hilbert-
Raum # gegeben. Eine Operatorfunktion

Ug:to,t —>Us(to,t) (o =1t)
heifit eine Fundamentallosung der Evolutionsglei-
chung % x(t) = A (t) z(t) in #, wenn folgendes gilt:
a) Ujy(to, t) ist unitar fir alle £p, ¢ € R mit ty < ¢.

b) Ui(to,t) = I (Einsoperator) fiir to= t.
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c¢) Es existiert ein in S beziiglich der Norm dicht
liegender Teilraum &, so daB fiir alle ¢ € & die

Gleichung gt Ua(to,t)p = A(t) Us(to, t) @ fur

to =t < oo im Sinne der Normtopologie gilt.

2.2. Definition. Seien H, 1, y2 der Hamilton-
Operator, der Impuls- und Ortsoperator in J#, seien
j1, j2 reellwertige Funktionen von t€ R und sei
Yo(t) = eHlyp,e B fiir ¢ =1,2 und te R.  Sei
Uj jaito,t = Uj j,(to,t) eine Fundamentallosung
von

Lo =i 1O + p2O ) 2(0)

und es existiere

Uj,,ja(to, ) @
{—+ oo
to—>—oo

fir alle ¢ € 5# im Sinne der Norm, d.h. es existiere
der starke Limes

lim Ujl,jz(to’ t) =zl
tt—>+oo
0—> — 00

i1,08 0

Dann heif3t die Funktion
Tij1,02 > T(1,72) : = Uj, 5,

ein Schwingersches Funktional.

Es soll nun unter bestimmten Voraussetzungen
die Existenz dieser Schwingerschen Funktionale ge-
zeigt werden. Zu diesem Zweck transformieren wir
die Differentialgleichung

Lol = i1 10 + y20) i @) 20

in eine einfachere Gestalt. Mit & (t): = e~ Hiz(t),

d - o —im —im 4
dix(t)—zHe Hig(t) +e™" Fy

; x(t)

und y(t) = eBly, e B! geht diese Differential-
gleichung iiber in

SO =i t) + peia) — H)EWD) . 23)

Aus einer Fundamentallésung von (2.3) werden wir
eine Fundamentallosung der urspriinglichen Glei-
chung konstruieren und dann das asymptotische
Verhalten untersuchen. Die wichtigste und zugleich
einschneidendste Voraussetzung fiir die Losbarkeit
von (2.3) bei allen in Frage kommenden Methoden

28 R. D. RicHTMEYER, K. W. MorTON, Difference Methods for Initial-Value Problems, Intersc. Publ. 1967.
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21-23, 26-28, 30-33 jst die Forderung, dal} der Defi-
nitionsbereich von 17y (f) + y272(t) — H unabhén-
gig von ¢ ist. Dieser Nachweis wird unter geniigend
weiten Voraussetzungen in 3.1 gebracht. Die Kon-
struktion der Fundamentallésung von (2.3) erfolgt
in Abschnitt 4 als Feynman-Produkt nach der Me-
thode von KaTo 2! unter Beriicksichtigung der in
diesem Fall moglichen Vereinfachungen. In Ab-
schnitt 5 schlieBlich wird die Existenz des asympto-
tischen Limes und damit die Existenz des Schwin-
gerschen Funktionals gezeigt.

3. Hilfssitze fiir den Existenzbeweis
der Schwingerschen Funktionale

3.1. Satz. Voraussetzung. Seien V, j; und js reelle
Funktionen, definiert auf den reellen Zahlen R. Es
sei V stetig und es existiere ein ¢ > 0, so daf}
V(x) = a2gilt furallex =cund z < — ¢.

Behauptung. Sei p der Differentiations-, ¢ der
Multiplikationsoperator in # = L2(R) und sei
H = (p2 + V(q))~ die AbschlieBung von p2 + V ().
Dann sind H und fiir alle t€ R der Operator
M, ;,: = pj1(t) + qj2(t) — H selbstadjungiert und
der Definitionsbereich & (M’ ;) von M} ;, ist fiir

alle t € R gleich dem Definitionsbereich & (H) von H.

Beweis. Zum Operator pji(t) 4+ qj2(t) — H  ge-
hort (im Sinne von 34 11, S. 1278) der formale Diffe-
rentialausdruck

dz2

Tl): =g —ij2) g — V@) +i1(0)z.

Auller diesem betrachten wir im folgenden noch die
Differentialausdriicke

dz . : 1,
T2(t): = ooy — V(@) + i1 () 2+ + 750,
)= oy — V(&) + 5 530

H. SOHR

und

Sei 2° die Menge aller fe L2(R) mit kompaktem
Trager, so dal} f* absolut stetig ist und f’ € L2(R)
gilt und sei 2! (t) die Menge aller f € L2(R), so daB}
f" absolut stetig auf jedem kompakten Teilintervall
von R ist und 7,(¢) f € L2(R) gilt (v = 1, 2, 3, 4;
t € R). Sei T(t) der Operator, der durch

"0 f:=%0]

fiir alle f € 2°(t) und T'!(t) der Operator, der durch
Tt f: = 1,(t) f fiir alle fe Z'(t) definiert ist. Es
ist 7,(t) regulir (im Sinne von 34, II, S. 1280) und
formal selbstadjungiert (im Sinne von 34, II,
S. 1287). Nach 34, IT, S. 1294, Th. 10 gilt dann

TH* =T (=1,2,3,4; iecR).

Fir v = 4 hingen diese Groflen nicht von ¢t ab; wir
schreiben kurz

lt)=14, T =TS, Tit)y=T1,

Nt)=2? und 2i¢t)= 2.

Nach 35, S. 169, Satz 6 oder 34, S. 1406, Cor. 15
sind unter Verwendung der Voraussetzungen iiber
V die Operatoren T9(t) und 7' wesentlich selbst-
adjungiert. IThre AbschlieBungen sind daher selbst-
adjungiert und = T3 (t) bzw. = T}. Auf 29 gilt
offensichtlich 74f = (— p% — V(q)) f; daher ist 7'}
auch die AbschlieBung des Operators — p2 — V (q)
und es gilt H = (p2 + V(¢))- = — T, 2 (H) = 24.
H ist also selbstadjungiert auf & (H). Wir zeigen zu-
nichst, daB 21 (t) C Z} fiir alle t € R gilt. [Das be-
deutet unmittelbar auch Z (M}, ;) C Z(H).] Zu
diesem Zweck sei g € Z1(t) beliebig gegeben. Wir
beweisen zuerst g € 2} (t), dann g € Z4(t) und g€ Z}.
Fir ge L2(R) mit g () : = (exp (— E#/2}j2 (f) )) g ()
erhdlt man:

(t2(t) ) (@) = ¢ (@) — V(2) § () + j1(t) x g (x) + }73(t) g (@)
= — 1330 (exp— 3 20) g@) — i2(0) (exp [~ 5 o) )9 (@) + (32~ 3 ()] g @)

+ (= V@ + 10 + i) (exp (-

29 N. I. ACHIESER, I. M. GLasMANN, Theorie der linearen
Operatoren im Hilbertraum, Akademie-Verlag, Berlin
1965.

30 R. S. Pamwrips, Trans. Amer. Math. Soc. 74, 199 [1954].

31 K. Yosipa, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sect. 1, 9, Part 5,
397 [1969].

2 202)) @) = (exp (= 5 1202)) (10 9) @)

32 H. TaNaBE, Osaka Math. J. 11, 121 [1959].

33 K. Yosipa, Functional Analysis (XIV, 4), Springer-
Verlag, Berlin 1965.

34 N. Duxrorp u. J. T. ScHWARzZ, Linear Operators, I und
II, Intersc. Publ. 1966.
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Wegen | exp (— f; ja (t) x) =1 und g e Z!(t) erhilt
man daraus, daB 7» (t) g € L2(R) gilt. Hieraus folgt
g€ Z%(t). Nach Voraussetzung ist V(r) = 22 fiir
x = cund * < — ¢; daher ist V(z) — j1(¢)  und
damit auch V (x) — j1(t)  — 1 43(t) nach unten be-
schrankt fiir festes te€ R. Fir ein geeignetes
M (t) e R gilt daher
Vie,t): =V —j)z—}E0O + M) =0

fiir alle « € R. Aus g € 25(t) folgt
d2 = 5
(— 5+ V@b g) cL2(R).

Unter Verwendung der Stetigkeit von 17(90, t) be-
zuglich x erhilt man aus 35, S. 82, Satz 3 oder 34,
S. 1545, D. 7, daBl (d/dx) g = g’ € L2(R) gilt. Aus

flg@[2de = [|(= 5 209 +9 @)

-exp(— f;fjg(t)x)lndx < o0

00> [ (V@) — 1)) | g(@)[2de =

4

J(ZQ(JC2 —J1(f)

und wegen

1

2

[lg(@)|2dz < oo folgt [(z—

c

j1()2]g(x)|2da <oo.

Entsprechend erhalt man

—c

[@— 3 0)2|g(@)|2dz < oo.
Daraus folgt (x — 1j1(t)) g € L2(R) und daraus we-
gen ge L2(R) schlieBlich z-ge L2(R). Wegen
g€ 2L(t) und damit 72 (t) g € L2(R) hat man dann

(t2(t) —j1(t) x) g = 73(t) g€ L* (R) .

Das bedeutet g € Z4(t). Da sich 73(f) und 74 nur
um die (von ¢ abhingige) Konstante } j3(#) unter-
scheiden, gilt 24 (t) = 21 ; also hat man auch g e Z1,
was gezeigt werden sollte. Es gilt also Z}(t) C Z}
fir alle ¢ € R.

Nun zeigen wir, dafl die Umkehrung gilt, da} also
25 C 21 (t) ist fiir alle t € R. Sei dazu g € 2} beliebig
vorgegeben. Wegen 2} = ZL(t) gilt dann

2
73(t) g € L2(R) und damit auch (— (;112 + V(z)
ge L2(R).

Die Anwendung von 35, S. 82, Satz 3 und 35, S. 83,
(47), oder 34, S. 1545, D 7, liefert wieder g’ € L2(R)
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d

un

_[ — -f;fjg(t)g(x) exp (— ; jg(t)x) | 2dx < oo

(wegen ge L2(R) und exp (— ;7'2 (¢) x) =1) folgt
{19’ ()|2dx < oo, also g’ € L2(R). Aus 71 (t) g € L2(R)
und ¢’ e L2(R) folgt (n () + ij2 (6) fd(i—>geL2(R)
und daraus wegen g € L2(R) auch

(71 () +i52(t) + 173(1) g = 72(t) g L*(R).

Damit ist g€ 2L(t) nachgewiesen. .
Um nun g € Z%(t) nachzuweisen, sei V (x, t) wie
oben konstruiert. Wegen g € 23 (t) gilt

(— g+ V@n)ge2m).

Mit 35, S. 83, (47) oder 34, S. 1545, D. 7 folgt daraus,
daB [V (x,t)|g(x)|2de < oo gilt. Nach Voraus-

setzung ist V(x) = 22 firx =cund 2 < —¢; da-
mit erhalt man
@) [g@)2de = [((@ —$51(6)2 — }73() |g(x) [2dx
und x-ge€ L2(R). Daraus folgt mit
d2 | 2
(— g+ V@)ger2®

die Beziehung

dz .. d .
(3352' — V(@) —i52(0) 3, +71(t)x) g=T11(t)ge L*(R)
und damit g¢ge2i(t) fir alle te R. Damit ist

25 C 2} (t) fiir alle t € R gezeigt. Da aus g € Z} stets
g’ € L2(R)und z - g € L2(R) folgt, erhilt man aufler-
dem, daB die Definitionsbereiche Z (p) von p und
Z(q) von ¢q den Bedingungen Z(p)2 2: und
2 (q) 2 2} geniigen.

Es gilt also 2} = Z1(t) fir alle te R. Wegen
Z(p) 2%, Z(q) 225 und Z(H) = 2% hat der
Operator

M

]

Lie =P () +qj2(0) — H
fiir alle t € R den Definitionsbereich

D (M, ;) = 2 (H) .

)
Wegen 5 = 2 (H) = Z}(t) gilt dann T'}(¢)
fir alle ¢t € R. Der Operator Mﬁ-m-z
symmetrisch, es gilt also

Ti0)* = M, D M

J =

= AMt

J1,72

ist offensichtlich

L
J1,)2

=Ti{).

lyj2
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Andererseits gilt also T'1(t) C T1(t). Damit ist T} (t)* = T (t) fiir alle
Ti(t) = TO(t)* 2 TO(t) t € R gezeigt. Es ist also M5 ;, (= Ti(t)) fir alle
- teR selbstad]unglert mit dem Definitionsbereich

( ]1 ]z)— ( )

Damit ist Satz 3.1 bewiesen.

weil T'9(t) ebenfalls symmetrisch ist; daraus folgt
Tit)* = TY(O)** C TI0)* = Ti(1)

3.2. Satz. Sei j1, j2, Mj-w-z und H wie in 3.1. Sei ¥7,4 (j«) die Variation von ju (« = 1, 2) im endlichen
Intervall [¢,t']. Es existiere eine Zahl 77 (j1, j2) > 0, so daB ¥t ¢ (jo) =< ¥ (j1, j2) fiir « = 1, 2 und alle
[¢, '] gilt. Sei

! 1

Y v(1s02) c=max ¥y ¢ (jo), #e,e(G1,52) : = sup |ju () — ju ()|, Me,e (1, 72): f l?a (r)|dz
a=1,2 7,7°€ [¢,1'] t a
a=1,2

und % (j1, j2) : = sup | ju(7)|. Sei & :t =ty <<t; << -+ <t, =1 eine Zerlegung des Intervalls [t, '] mit

7eR, a=1,2

Op: =1ty —t,-1 und | Z|: = max 6,, und sei 7 :t— fo <y < -+- <@z =t eine Vergroberung von & mit
v=1,...,

dy: =1ty — 1 und |£"| = max 6,, Sei I der Einsoperator, I': = (i I — H)™L, I} ;,: = (i — M} ;)1
v=1,...,

und %7 ia(ty) 1 = exp (16, M%, ). Dann existiert eine Zahl A7 (j1, j2) > 0, so daB gilt:

a) | (U7 jy(tn) -+ AT, ]2(11) UL, (6) -+ UL L E) T < | L |V v (1, 52) A (1, d2) »
b) | (7/5?;2 (En) -+ (t1) —exp(i(t' — &) M3, ;) I < (" — )W t,0 (1, j2) A (1, J2) »
) [ (A7 j(tn) - AT j,(tr) — exp (—i(t' — ) H) | < (Me,v (1, 52) + | Z |V 4,0 (15 52) A (1, 52) -

ill J2 g ]z

Bemerkung: Die erste dieser Ungleichungen ist implizit in einer Abschéitzung von Kato enthalten 21,
S. 219 (3.11). Katos Methode konnen wir jedoch auch beim Beweis der iibrigen Ungleichungen verwenden.

Beweis von 3.2: Die Existenz der Operatoren exp(id, M%, ;,) im Sinne der Theorie der einparametrigen
Halbgruppen 36, S. 302 und 36, S. 231 ist wegen der Selbstadjungiertheit von M’ ,, fiir alle j1, j2, te R
stets gesichert. Jeder Operator J?lh jo(ty) ist unitdr und kann z. B. mit Hilfe der Spektraldarstellung von
MY, ;, erhalten werden. Aus der Selbstadjungiertheit von H und M, ;, folgt die Existenz und die Be-
schriinktheit von /" und I'}; ;, und der Wertebereich dieser Operatoren ist nach 3.1 gleich dem Definitions-
bereich & (H) von H. Jedes 7/11 j»(ty) bildet den Definitionsbereich seines infinitesimalen Operators M, ;,
in sich ab 36, S. 308, Th. 10.3.3, oder 33, S. 239, Th. 2; alle diese Definitionsbereiche sind gleich & (H) nach
3.1; daher ist ein Operator der Form U= 119 QZf jo(tn) *=- f?lf j»(t1) I tiberall definiert. Aus der Be-
schranktheit von %h jalt1); - ?{f j» (tn) und I"und der Abgeschlossenheit von I'"1 = (i1 — H) folgt die
Abgeschlossenheit von %. \Tach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen 37, S. 78 oder 33, S. 79, folgt dann
die Beschriinktheit von %. Das entsprechende gilt mit I' ;, statt I". Von dieser Tatsache wird im folgenden
laufend Gebrauch gemacht werden.

- Die linke Seite von a), b) und c¢) kann auf eine einheitliche Form gebracht werden, indem man folgender-
maBen Funktionen j; und j, definiert:

= fiale) fir re(, Bl v=1,1,..,n
Fall a): 7“(1)"{0 fir T<t—=ty und 7>t =t,.

s ikt fir Te(tt]
Fall b) : 7“(7)':{0 fir <t und T>1t.

Fall¢): ju(r): =0 furalle TeR («=1,2).

35 G. HELLwiG, Differentialoperatoren der math. Physik, 37 H. H. ScHAEFER, Topological Vector Spaces, New York
Springer-Verlag, Berlin 1964. 1966.

36 E. HrLLe, R. S. PrHmrips, Functional Analysis and
Semi-Groups, Am. Math. Soc. Collog. Publ., 1957.
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Damit erhédlt man unter Ausniitzung der Halbgruppeneigenschaften die Bezeichnung

AZ (i) -+ 42 (f;) im Fall a),
U3 5, (tn) -+ U5 5(t1) =\ exp(i(t' — t) M, ;) im Fall b),
exp(—i(t' —t)H)  im Fall c).

In allen drei Fallen ist dann die linke Seite von a), b) und c) gleich

z |
I[ 71 ]2 ° %Jx 7z(t1) %71 j2 (tﬂ) ) @fl,jrz(tl)) F’V .
Wir vereinbaren fiir die folgende Rechnung, ein , leeres** Operatorprodukt gleich I zu setzen. Esseialsoz. B.
UZ ji(tn) - UT jy(tor1) = I fiir p=mn und U7 j(te-1) - U ;(h) = I fiir p=1.

Die linke Seite von a), b) und c) kann folgendermaflen abgeschéitzt werden:

]l (QIJI J2 t") 71 )z(tl) %71 Jj2 (t") i QI]?I‘J; (tl)) Fh

n

% z
e ” 1%71 7z(t”) /]1 ]2(t9+1) (@ Jis ]2(t9) %f,jg(te)) %_f?’,jz(tg—l) ); Jz(tl) F[ é
o=
n
= Z 71 ialte) — %71 j2 (o)) F;f }zl “ F;f Jz 4 Wf;z(te—l) 71 ja (t1) le . (I

Zur weiteren Abschéitzung beachten wir, daBl j, () gleichmaBig beschrankt ist fiir allete Rund « =1, 2
(€ (j1, j2) < o). Daher ist der Operator (I} ;)"t I'=111 — ji(to) pI" — j2(t) ¢ I' + H I" gleichmiBig
Norm-beschréiinkt fiir alle p. Dann ist auch (I} ;)1 I)-1 = -1 I'}s ;, gleichméBig Norm-beschrinkt fiir

j1,J2
alle o. Es existiert also eine Konstante 2 (jy, j2), so daB | I'"1 Il ; | <4 (ju, jo) fiir p = 1, ..., n gilt.

Ji.ds
Mit o7 : = ||p | + | ¢ I'| erhilt man weiter
[T i) 2T = [ (g )t + 1= T

= [ (—pjrte) — gialte) + GI+ H) | < |jrlte) || p '] +|d2(te) | [q || + | G H + H) I'| < € (j1, o)  + 1
e
und iz_, M;i le M;,x 2 FV — _Zolfpf(il (tr—l) - fl (t,)) T qr(fZ(tvﬂ) - 72(tv))”

s|pl| -I—[qu |91 ty-1) — j1(ty)| + |d2(tr-1) — G2 (t)|) = 2V 4, (1, J2) -

Damit wird in (I) zunédchst der rechte Faktor abgeschatzt. Man erhélt:

| (i) U abo-1) =+ 5 5 (0) T = | (T 5 (U gy (ton) T3, (Tjei) ™ oo (5o (00) T (T ) D) T
- H (I‘;i 72 I‘ﬂlf }lz(J?lfh(tQ 1) (F;f )lz) . F;f 722) o ( 1 ?a(tz) (thf 72) F}t: }2) %!1 ]2( ) (FJI: 72) =L F”
é” F;sn thf;zll H” Ff:h 1[‘]’;_}2” ” T;:]z) 1FH=“ F]t;h) 1FH Hl] F::)z IF;:—h“
=[] H|!1+ (M35 — M3 3) T35
=2 [
< (U 4+ € g2) ) TT (0 + 1G5, — M) T T DD

:m

=< (L+ % Gr.go) ) [T (L +H (r. o) | (M, — M5§32)Fl{)§exp(&’(5(h,i2))11

I
1o

v

'exp('){(jlst)“ Mi: ;2 }1 ?z) FV
= exp (€ (j1,]2)) exp (X 71,72) le (M, — M )T <exp (€ (j1,j2) exp (& Vo, ¢ (j1,j2) X (j1,72))

= exp (/€ (j1,72) + LA (J1,72) "//t (1, 72)) = exp (4 E (j1, j2) + LA (j1,j2) ¥ (1. J2)) - (I1)
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Fiir den linken Faktor in (I) erhdlt man unter Verwendung von 36, S. 312, (10.4.5), oder 21, S. 212, Lemma 3:

Z’ (%71 Jj2 tQ) ]1 }2 ) F][f ]2‘ é _Z ]1 ]z Mﬁ]z F]’f jzl’
—zéeﬂ }1 72 M;‘;JZ)FF_IF;th] 269“ s 72—*M$1 Jz F“ ”P—l‘r][fhu

n

=X 71,72) 259 | (M7, ;,— MY ;) T'| = (j1, j) Zae | p (1 (tg) — (o)) + g T'(ja (o) — j2(to)) |

o=1
= A (ju,j2) zléa |71(te) — j1(te) | + | 2 (to) — 2 (to)|) - (I11)
o=
An dieser Stelle werden die Fille a), ) und ¢) unterschieden. Im Fall a) wird die Summe zunéchst tiber
diejenigen p erstreckt, fir die ¢, im gleichen Intervall [f,_;.f,] der Zerlegung £ liegt. Innerhalb dieser

Intervalle wird [fa (to) — ja(te)| durch #7; | 7 (j1, j2) abgeschitzt, so dal die einzelnen Teilsummen durch
0» 7, .1, (j1, j2) abgeschitzt werden konnen. Daher ist (III) in Fall a)

i . . @
SH (G, j2) A D07, 5,01, 02) SA (1, de) L | Z| DV 4, i1, 92) S (1, je) | Z |V b,e (1, J2) -
v=1

v=1

Dieses Ergebnis setzen wir zusammen mit (II) in (I) ein und erhalten
z
I (/”;@:72( )" %)1 ja (b1) — U5, 7, (bn) - U5, 7, (01) I
< | Z| V1,0 (1, 12)H (j1, J2) S exp (L C (1, jo) + LA (j1,§2) ¥ (1, f2) -
Mit N (1, J2) : = A (j1, J2) & exp (L € (j1, j2) + A A (j1,]2) V" (j1, j2))

ist das die gewiinschte Ungleichung 3.2 a). Im Fall b) schitzen wir |;'a(tg) — Julte) | durch #7 ¢ (j1, j2)
nach oben ab. Wir erhalten:

A (j1,J2) Zlée pr(j;(to) — j1(t)) + g1 (js (to) — ja(to)) | <A (j1,d2) W e,v (1, j2) A 2150
o= 2
= (1, J2) W t,0 (j1,92) L (' —1).

Zusammen mit (IT) und (I) erhalten wir damit die Ungleichung b).
Im Fall ¢) erhalten wir:

A (31 J2) Z 69 lpI'( 71 (to) — 71 (L)) + qT(yg (to) — j2(to)) |
o=1

SH (1, 2) & Zég (max |ju (fo) | ) Ji”(h,?z)ﬂ Zég (max ((inf | ju (7)) + ¥ 40us, 1, (1 52)

e=1 a=12 =1,2 7€fto-1,t0]
’

¢
A (j1,42) ([ max |jo(7)| dv + Z 007 tyrit, U1572) =H (1, J2) A (Mep (1, J2) + | Z| Vb0 (1, 72)) -
£ a=12 o1

Zusammen mit (IT) und (I) erhalten wir damit die Ungleichung c).
Damit ist Satz 3.2 bewiesen.

4. Feynman-Produkte als Fundamentallosungen

Mit Hilfe von 3.1 und 3.2 kann nun gezeigt werden, dafl das Feynman-Produkt

t
Texpi [(p1j1(7) + yaja(r) — H)dz
to

als starker Limes endlicher Produkte existiert und eine Fundamentallosung von 2.3 ist.
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4.1. Satz. Voraussetzung: Seien V, j; und j; reelle Funktionen auf R. Es sei V stetig und es existiere ein
¢>0,s0daB V(z) = 2 fir « > ¢ und * < — ¢ gilt; j; und j» seien von beschrinkter Variation auf R,
d.h. es existiere ein 7" (51, j2) < oo, so daBl die Variationen von j; und js in simtlichen endlichen Intervallen
stets < 77 (j1, j2) sind.

Behauptung: Sei y1 = p, yo = g und H = (p2 + V(¢))~ (wie in 3.1) im Hilbertraum # = L2(R) und
sei & itg <t <. <tp=t mit §: =8, —t,-; und | Z|: = maxJ, eine Zerlegung von [y, ¢]. Dann

existiert im Sinne der starken Konvergenz der Grenzwert *=1:--- n

|91‘i|n—1>0(expi(wljl (tn) + w2j2(tn) — H) On) -+ (expi(p191(t1) + w2j2(t1) — H) 61);

t
er wird mit T'expi [ (y17j1(7) + y2j2(7) — H)dr bezeichnet.
to

Bemerkung: Die Voraussetzungen iiber ¥ umfassen den anharmonischen Oszillator mit dem Potential
V(x) = 4. Die Voraussetzungen iiber ji,js sind wenig einschrinkend; sie umfassen alle j;,jo mit

f|j;(‘r)| dt < oo, also z.B. alle Konstanten oder alle Funktionen aus dem Raum S von Schwartz.

Beweis von 4.1: Die Voraussetzungen von 3.1 und 3.2 sind erfiillt. In der Bezeichnung von 3.2 lautet

die Beh. 4.1, daB} der starke Limeslim %fn( n)"" 7/;?',2 (t1) existiert. Es seien 22 :tg=t{) <t <--- <t()=t¢

|Z|—0
Zerlegungen von [to, t] mit 8" = #P — ¢ || | #4| = max 6“') fir 1 = 1, 2, 3, so daB 2 ® eine Verfeinerung
v=1,...,
von Z (M und Z? ist. Dann gilt nach 3.2 a) fir 1 = 1 2 dle Beziehung
@550 -+ U5 00) — AT 60 -+ AT (PN T < | 24| ¥ g, G2) A (1, 52)

Daraus folgt unmittelbar
[T 0) -+ AT 60) — T2 - AT N T < (| 27| + | 22)) il s )

J1s ]z J1,J2 1,72 J1, }a

Daraus folgt nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium, daB lim %3 ;,(ts) -+ %3 ;,(t1) I" im Sinne der
|Z]|—0
Operatornormkonvergenz existiert. Dieser Limes existiert dann auch im Sinne der starken Konvergenz.

Daher existiert lim %7 ja(tn) = U7 5, (t1) @ fiir alle ¢ der Form [y mit y € #; diese liegen in # dicht,
| Z|—0

weil der Definitionsbereich & (H) (=% (iI — H)) in # dicht liegt. Da alle Operatoren %3 5. (ty) unitar

sind, kann nun der Satz von Banach-Steinhaus 36, S. 41, Th. 2.11.4, oder 37, S. 85, 4.5, angewendet werden.

Daraus folgt, daB hm %h joltn) =+ UF i (t1) @ sogar fiir alle ¢ € J# existiert. Das ist die Behauptung von 4.1.

Der Nachwels, daBl 7 expt f (p171(7) + wej2(r) — H) dt eine Fundamentallosung von 2.3 ist, erfordert
to

zusdtzlich die Stetigkeit von j; und js.

4.2. Satz. Voraussetzung: Zusitzlich zur Voraussetzung von 4.1 seien die Funktionen j; und j; stetig auf R.

Behauptung: Sei p; = p, o = ¢ und H in # wie in 3.1. Dann ist die Operatorfunktion

t

. Texpi i io(7) — Hydr fir to<t,
bt =B o, ) — eXPllaf('Plh(T)‘f'W?z(T) ydr fir ¢t

I fir tp=t
eine Fundamentallésung von ad; (t) = (171 (t) + p2792(t) — H) & ().
Beweis: Sei tg=t <<t und Z(,t"):to<ty <+ <ty =1t mit §,=1¢, —¢t,—; und 6 = max 6,e1n
System von Zerlegungen von [tg, '], so dal3 ¢ Tellpunkt etwa = t, ist. Sei r=1,.

é Z (9, o
BEt = T OO () TGO (1), B = AT () EL(0) i >4
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und = I fiur ¢t =ty und

8,1, Z @, Z (6,1
B]x 75‘_@]1 (]: )(tn) %]1 (73 )(tn+1)-

Dann gilt nach 4.1

1 ~ ~
— (B;sll(;zt - B;slt‘}zl) v _t (7/}1 Ja(toy ) %71 J2 (to, 1))

6—»0

im Sinne der starken Konvergenz. Im gleichen Sinn erhilt man

hm,}i (Bdtot _Bélo l)_hm

4 71,72 71,72 t (B:('sxtjfz I) Bflt‘.)ut - hIIl (B;sll;z exp( (t - t) Mtll ]2)
t'—t t'—t U —>l
+ exp( (t - t) Mil ]z) - I) Bi’ga L
(B;sltjtz exp( (t - t) le 72) B;slt‘;z T lim ? t (exp( (t - t) M/1 ]2) - I) B;slh;zt s
t-—>l t'—t

Nach 3.2 b) gilt

\
7=

(Bl —exp(i(t — ) MG, ()T =W ev (i, j2) N (1, J2);

unmittelbar aus der Stetigkeit von j; und j2 folgt #7, ¢ (j1, j2) — O fiir ¢’ —¢; der Operator I"-1 B3/ I" ist
gleichméBig beschrinkt fiir alle §; daraus folgt, dafl
lim -, (B"” exp (i (t' —t) M

t 71,72 j1,jz

t'—t

R T e

J1,72

im Sinne der Norm und daher

' — (B;sxlzlz exp( " —1 le 72))

t'—t

im Sinne der starken Konvergenz gegen 0 konvergiert, und zwar gleichméBig fir alle 8. Aus der Theorie
der einparametrigen Halbgruppen (z.B. 36, S. 306, 10.3) folgt, daf}

. 1
llm*t,*_*t'(exp(( —t)M’n ja ) _lM]l 2 P

t'—t

gilt fiir alle g € Z (M5, ;,) (= Z (H)) im Sinne der Norm in #. Daher gilt

— NI =iM!

J1,J2

lim ,l_—t— (exp (i (t' — t) M! r

t J1, }2)

t'—t

und damit auch

.1 - " 1 "
lim o — (exp(i(¢ — &) M}, ;) — [) PTA B! I'=lim 5~ (exp (6 (¢" — ) M}, ;,) — I) By T

t'—t t'—t
t 8,10,
=1 JM]1 2 B F

J1,J2

im Sinne der starken Konvergenz. Damit erhalten wir

hmfl—(B"“ B;-’;f‘;.;’)]“:lim,—— (B —exp(i(t —t) MY, ;) By T

v 1,72 ¢ Vdage j1,jz
t'—t t'—st
1
+ lim 5, — (exp (i (¢’ — ¢) M) — DB =i M ,, T
t'—t

im Sinne der starken Konvergenz.

Der Limes hm (Bis LY exp(s(t’ — t) M

e b)) B! I existiert wie erwihnt gleichméBig fiir alle 6;

J1.d2
t—»t

der Limes
lim ,1 ; (exp(i(t’ —1) M) — 1) Bj’l";z’l“~ 7—1 ;(exp(i(t’ —1) M ) — D%(to, t) T’

t
6—0
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existiert gleichmaBig fiir alle ', weil B’ nicht von ¢’ abhéngt. Daher gilt 34, S. 28,6, die Vertauschbar-
keitsbeziehung

lim lim (B‘s et BRI P

t J1,J2 J1,j2
t'—t 6—0 60 t'—t

d,t0,1 3,10, t
- (Bh j2 T BJ: Ja)F‘

Daraus folgt

. 1
lim v —t (02/}1 h(tO’ 4 ) ]1 }z(to’ )) I' =lim @ng j2 Bflt;zt‘r’ - ZMgl ?2%“0’ t) F’
t'—t 6—0
alles im Sinne der starken Konvergenz. Entsprechend erhalt man
) 1 2 ’ Yy 2, ’
lim =t (%j;,jz(t()s t) — ?lil,jz (to, ) =1 Mil Ja %]'1,]'2 (to, ') r.

t'—t
Das bedeutet das Bestehen der Gleichung -gt— 51;,-1 jr (b0, 8) ' =i M5, ]ﬁ/(to, t) I' im Sinne der starken

Topologie oder der Gleichung% ?;jw-g (to, ) p = ¢ M, ;, %71 i2(to, t) @ fir alle ¢ € Z(H) beziiglich der
Norm in . & (H) liegt dicht in 5 ; es ist somit gezeigt, daB 2.1 ¢) erfullt ist. Die Bedingung 2.1 a) und b)

sind ebenfalls erfiillt. Die Unitaritit von %, (to, t) fiir alle ¢ = ¢y folgt unmittelbar aus der Unitaritét

J1,J2
der Operatoren %;, ;,(t,) fir alle 2 und ¢,. Damit ist Satz 4.2 bewiesen.

Aus der Fundamentallosung @;f j2(to, t) von 2.3 erhalten wir durch unitidre Transformation eine Fun-
damentallésung von 1.3.
4.3. Satz. Voraussetzung: Wie in 4.2.
Ht gy e H (0 = 1, 2)in # = L2(R).
Dann ist to, t — %;, j,(to, t): = €7 U, (o, t) e~ eine Fundamentallésung von
d . . "
@ T =1 (p1(8) 71(8) + p2(t) j2 () 2 () .

Bemerkung: Mit Hilfe der Trotter-Formel 38, S. 903, 5.3, oder 39, S. 546, 2, kann gezeigt werden, daf3
folgendes gilt:

Behauptung: Sei yp; = p, p2 = qund H wie in 3.1 und sei py (t) = e

2, o)1) = Texpilaf(y)l(r) 11(7) + p2(1)jo(r))dr fir to<t,

I fir t=¢t.
Beweis von 4.3: Wir betrachten die Identitit

1 ’ iHt' i i S . 1
vt @il 1) = Fnalh, ))F“'f_t(e"” — YT, (b, ') e HO T4 ot
(X, i, (b0, t') — 7/}1 nlto,t) 'T-1e=iHo

Hierbei konvergiert im Sinne der starken Konvergenz fir ¢’ — ¢:

f .= Ny ~ I ~ .
g (€7 — €)' gegen iHe™ I, 1% (o, t')e I gegen I'1%j j(to,t) el

(denn aus der Differenzierbarkeit von %;, ;,(to, t) beziiglich ¢ folgt die Stetigkeit) und

1 . . . -
73 (Z;, j,(to,t") — 7/;1 ja(to, 1)) I' gegen i(p1j1(t) + waja(t) — H) ’lel,jz(to,t)l‘ (nach 4.2).

7 . 1
Daher ist der starke Limes von T—F

i H e DT, 4, (to, t) e~ 0 T + i (y1 1 (0) + p2ja(t) — H) U, j,(to, t) TT=1e~ 0T,

(U, j,(to, V') — XUj, j,(to, 1)) I fir ¢ —¢ gleich

38 H. F. TROTTER, Pac. J. Math. 8, 887 [1958]. 39 H. F. TROTTER, Proc. Am. Math. Soc. 10, 545 [1959].
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Dies ist mit 1 H e'#' " = ¢™H!{ H I" gleich

e (1 j1(8) + 22 (0) U, jo(bo, t) e 0L = i (1 () j1(8) + p2(8) 2 (1) 2, 5, (b0, 0) I
Fir alle ¢ aus dem Wertebereich von I, also fir alle ¢ € 2 (H) gilt somit

. p d . . .
Lim (%;, ;,(to,t') — X, ;,(to, 1) @ = dt Uj, iy(tost) @ =1 (p1(8) J1(8) + w2(t) j2(t) %;, j,(to, t) @ .

t'—t

Damit ist 2.1 ¢) erfiillt; 2.1 a) und b) gelten trivialerweise. Satz 4.3 ist bewiesen.

5. Asymptotisches Verhalten und Existenz des Schwingerschen Funktionals

Die Existenz des Schwingerschen Funktionals erfordert nach 2.2 die Existenz des asymptotischen Limes
lim %;, ;,(to, t) im Sinne der starken Konvergenz. Hierzu ist eine Bedingung fiir das Verhalten von jq (#)

t —-+oo
to—>— o0

fir t — 4 oo erforderlich.

5.1. Satz. Voraussetzung: Zusétzlich zur Voraussetzung von 4.1 seien j; und j2 stetig und es gelte
+ o0 + o0
fli1(x)|dr < oo und [|j2(r)|dr < oo.

Behauptung: Dann existiert (Bezeichnung wie in 4.1) der Limes
t

et = lim € (Texpi [(p1j1(7) + p2j2(vr) — H)dr) e~ Ho
t —+o00 to
to—>— o0

4

im Sinne der starken Konvergenz, d.h. (nach 4.3) es existiert das Schwingersche Funktional
jl! j2_> i(7'1’ 72) L= %}'1.]'3
fiir alle der Voraussetzung gentigenden j, 7.

Bemerkung: Die Voraussetzungen iiber ji, js sind nicht sehr einschneidend. Sie sind z. B. erfiillt, wenn
j1 und jg stetig differenzierbar sind und die Bedingungen

+ o0 + 00
[lia(@)|dr <o, [|jp(r)]dr <00 (x=1,2)

erfillt sind. Das ist eine weit umfangreichere Funktionenklasse als der Raum S. Satz 5.1 sichert z. B. die
Existenz des Schwingerschen Funktionals fiir den anharmonischen Oszillator mit dem Potential V (z) = 4.

Beweis von 5.1: Es geniigt aus Symmetriegriinden, den Limes ¢t - + oo zu untersuchen. Mit
I'=@I —H)! und % j,(t,?)

nach 4.2 zeigen wir zunichst, dal lim %;, ;,(to, t) I" im Sinne der Operatornorm existiert. Dazu geniigt
t—+ oo
es nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium zu zeigen, dall (im gleichen Sinn)
lim (%jx.h (f(),t”) —= a[/jl,jz(t(h t,)) F =0 gllt

00
>t

Sei tg<t' <t’ und Z(0,t"):tg<t1 <<+ <tp=1t'" mit dp=1t,—t,—1, 0 = max 0O,

ein System von Zerlegungen von [to, t"’], so daB ¢’ Teilpunkt, etwa = ¢, ist. Wir setzen
7@t z@.t
Bl =27 ) A0, B =55 ) AT (1)
und

DA Z@6,t'") — Z(6,t"")
Btlvj: gi== %ily(iz (tn) ?/J'x,fs (tn'+1)
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und betrachten die Abschatzung

| (€Y Bl = iHte — iV ALK o=ifll) P = | (¢5H” BYEE" — ) BY e~ |
= || B (B — e~ #W'~) [ -1 Bitt P M-1¢=30 )|
3,1 il vy » 8.t0.1" ;. i
S |[(Bj; —e HE=ONP| T 1Byt I | I' e iHto r|.

Der zweite und der dritte Faktor des letzten Ausdruckes sind gleichméaBig fiir alle 9, £y, ¢ beschrinkt.
Der Faktor

[(BY5" ~ e~y |
ist nach 3.2 ¢

= (M (1, 92) + 0 ¢, e (91, 92)) A (1, 12)

+ 00
Wegen [|ja(t)|dt < oo (x=1,2) gilt lim.#y ¢ (j1,j2) =0
— o t',t"—o0
und da j1, j2 von beschrankter Variation sind auf R (4.1), so gilt lim ¥7 ¢ (j1, j2) = 0, es gilt also
', t""—>o00
lim | (B35 — e HE'-O) | =0.
"t’,,;;,”

Damit gilt auch

) tlll,m ” (eiHl"B;?I.f(};t”e~tho . eth'B;'sl,f:};l'e—tho) 1"” =0.
,'"—00
>t

Andererseits gilt nach 4.1:
. SERisE 8,00,8" , —1, g 8.to.t”  —iHt, iHt'" o~ . g O s
lim (ezHl Bjx,.;'z e iHto __ eth le.‘;'a et o) I'= (el %jl,jz(to’ t”) e iHto __ eth %jl,}'z(to’ t') e lIIlo) T
60

== (%jx,ji(to’ t”) o %jlng(t(), t’) F

Diese Konvergenz ist gleichmaBig fiir alle ' und ", denn es ist ¥4 ¢ (j1, j2) und ¥4, ¢ (j1, j2) in 3.2 a)
stets < ¥7(J1, j2) und diese Zahl (4.1) ist unabhéngig von ¢ und ¢"’. Damit erhdlt man
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im Sinne der Operatorkonvergenz. Hieraus folgt die Existenz von lim %; ;,(to,t) I" im gleichen Sinn.
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Da der Wertebereich von I” gleich & (H) ist und damit in J# dicht liegt und %;, ,(to, t) stets unitér ist,
kann wieder mit Hilfe des Satzes von Banach-Steinhaus (36, S. 41, 2.11.4) geschlossen werden, daB
lim %;, ;,(to, t) im Sinne der starken Konvergenz existiert. Damit ist Satz 5.1 bewiesen.
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Herrn Prof. Stumpf vom Institut fiir Theoretische Physik in Tiibingen mochte ich sehr herzlich fiir die
Anregung zu dieser Arbeit sowie fiir zahlreiche niitzliche Diskussionen danken.



