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In der Feldtheorie bedient man sich in zunehmendem Maße des Funktionalkalküls. Beispiele 
dafür sind die »S'-Matrix-Theorie und die Theorie der Schwingerschen Funktionale. Meist wird 
dieser Formalismus nur formal benutzt, ohne Konvergenzuntersuchungen. In dieser Arbeit soll 
die Konvergenz und damit die Existenz der Schwingerschen Funktionale als unendliche zeit-
geordnete Operatorprodukte für eine Klasse von Systemen der Quantenmechanik bewiesen werden. 
Solche Systeme, z . B . der anharmonische Oszillator, werden in der Feldtheorie häufig für Modell-
untersuchungen verwendet. 

1. Einführung 

Bei der Formulierung der Quantenfeldtheorie be-
dient man sich häufig der Schwingerschen Funk-
tionale 1 - 9 . Diese haben die Form 

%(j) = T e x p i jA(x)j(x)dx (1.1) 

mit x — (xq, xi, X2, X3), Schwingers „äußeren Quel-
len" j und der Zeitordnung T. Als Test- und Modell-
fall für die allgemeine Theorie werden häufig Sy-
steme der Quantenmechanik betrachtet5,IO-12J V O R 

allem in 6,13-17 Funktionale dieser Gestalt treten 
auch in der $-Matrixtheorie a u f 6 » 1 8 - 2 0 . 

Der Aufbau dieser Theorie erfolgt in der Literatur 
fast durchweg formal, d .h. ohne Konvergenzunter-
suchungen. Wir wollen in dieser Arbeit die Konver-
genz (im Sinne der starken Topologie) des unend-
lichen Operatorproduktes 1.1 (FEYNMAN-Produkt10) 
und damit die Existenz des Schwingerschen Funk-
tionals im Fall der quantenmechanischen Modell-
theorien nachweisen (p-g-Fall der mehrzeitigen 
Theorie). Darunter fällt insbesondere der anharmo-
nische Oszillator mit dem Hamilton-Operator 
p 2 + q4. Das Schwingersche Funktional hat in diesen 

Fällen die Form 

X (il, 72) = T exp i J (v»i (f) (t) + W2 (t) h (0) d t (1 -2) 

mit dem Impulsoperator ipi(t) = p(t) und dem 
Ortsoperator y2(£) = l(t)- Hier sind j\ und ?2 reell-
wertige Funktionen von t. (Im Operatorkalkül von 
F E Y N M A N 10 wird T weggelassen.) 

Nach 10, Gl. (15) genügt das von to bis t erstreckte 
Feynman-Produkt 

t 
(h = T exp i f ( n (t) h (t) + xp2 (t) j2 (0) dt 

to 

formal der Differentialgleichung 

^ %toA(h, h) = » (n (<) h (0 + V2 (t) h (t)) a * - ' (71, h) 
(1.3) 

mit der Anfangsbedingung %tot(ji, 72) = l (Eins-
operator) für to = t. Aus der Theorie solcher sog. 
Evolutionsgleichungen folgt unter bestimmten Vor-
aussetzungen über den Operator 

V i ( 0 n ( 0 + V2(0?2(0 

stets die eindeutige Lösbarkeit von (1.3) 2 1~2 7 . Wir 
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wollen daher von vornherein die Schwingerschen 
Funktionale mit Hilfe der Differentialgleichung (1.3) 
definieren. Zur praktischen Berechnung dieser 
Funktionale kann man sich dann der Lösungs-
methoden von (1.3) mittels Differenzenverfahren28 

oder mittels der Methode der kleinsten Quadrate26 

bedienen. Für theoretische Untersuchungen ist die 
Methode der Feynman-Produkte vorteilhafter10-21. 
Das Hauptproblem besteht stets im Prüfen der Vor-
aussetzungen, unter denen diese Methoden anwend-
bar sind. 

Im folgenden soll stets der Hilbert-Raum 
J f : = L2 (R) der auf den reellen Zahlen R im Sinne 
von Lebesgue quadratintegrablen Funktionen (-Mas-
sen modulo der Nullfunktionen) zugrunde liegen. 

Es sei p : = V der Differentiationsoperator und 
q = x. Der Multiplikationsoperator in L2(R) mit 
den Definitionsbereichen D(p) bzwr. D(q), so daß p 
und q selbstadjungiert sind (s. 2 9 , S. 109 u. 112). 
Mit dem Hamilton-Operator H in J f sei dann 

y>i(0 )' = P, W2{0): = q, 
n ( t ) : = e iH<y>i(0)e- iH< , y 2 (0 : = eiHt ip2(0) e~iHt. 

2. Exakte Definition der Schwingerschen 
Funktionale 

Formal erhält man aus einer Lösung 
t 

T exp i f ( V i (t) ji (0 + V2 (t) h ( 0 ) d t 

to 

von 1.3 das Schwingersche Funktional 
+ oo 

T exp i J (yi (t) h (t) + xp2 (t) j2 (0) , 
— oo 

indem man den asymptotischen Limes t - > -f~ oo, 
to — oo bildet. Das soll nun präzisiert werden. 

2.1. Definition. Für alle t e R sei ein (nicht not-
wendig beschränkter) Operator A (t) im Hilbert-
Raum gegeben. Eine Operatorfunktion 

UA:to,t->UA(to,t) (to^t) 

heißt eine Fundamentallösung der Evolutionsglei-

chung ^ x(t) = A (t) x(t) in 34?, wenn folgendes gilt: 

a) Ua (to, t) ist unitär für alle to,teR mit to ^ t. 

b) Ua (£O ,t) = I (Einsoperator) für to = t. 

c) Es existiert ein in J f bezüglich der Norm dicht 
liegender Teilraum so daß für alle cp e die 

Gleichung UA (to ,t)<p = A (t) UA (t0, t) cp für 

to ^ t < oo im Sinne der Normtopologie gilt. 

2.2. Definition. Seien H, ip2 der Hamilton-
Operator, der Impuls- und Ortsoperator in J f , seien 
ji, 12 reellwertige Funktionen von t e R und sei 
y,a(t) = eiHt für a = 1, 2 und t e R. Sei 

: to, t -> ühth(to, t) eine Fundamentallösung 
von 

^ X (0 - i ( n (t) n (t) + y>2 (t) j2 (t)) X (t) 

und es existiere 
l i m Uh,h(to,t) V 

<->+ oo 
to—> — °° 

für alle cp e 34? im Sinne der Norm, d.h. es existiere 
der starke Limes 

11111 U h j A 1 o » 0 = : U h , h -
t—̂  ~~f~ oo 

to—— oo 

Dann heißt die Funktion 

Z:ji,j2-*%(ji,j2): = Uh>h 

ein Schwingersches Funktional. 
Es soll nun unter bestimmten Voraussetzungen 

die Existenz dieser Schwingerschen Funktionale ge-
zeigt werden. Zu diesem Zweck transformieren wir 
die Differentialgleichung 

% * (t) = i (yi (t) ji (t) + xp2 (t) j2 (t)) x (t) 

in eine einfachere Gestalt. Mit x(t): = e~lHt x(t), 

^x(J) = i H e~iHt x(t) + e~im^x(t) 

und yj(x(t) — elHt tfa e~lHl geht diese Differential-
gleichung über in 

^ £ (t) = i (xpi h (0 + n 12 (t) — H)x (t). (2.3) 

Aus einer Fundamentallösung von (2.3) werden wir 
eine Fundamentallösung der ursprünglichen Glei-
chung konstruieren und dann das asymptotische 
Verhalten untersuchen. Die wichtigste und zugleich 
einschneidendste Voraussetzung für die Lösbarkeit 
von (2.3) bei allen in Frage kommenden Methoden 

2 8 R . D . RICHTMEYER, K . W . MORTON, Difference Methods for Initial-Value Problems, Intersc. Publ. 1967. 



21-23, 26-28, 30-33 i s t die Forderung, daß der Defi-
nitionsbereich von ipiji(t) -f- xp2 ]2 (t) — H unabhän-
gig von t ist. Dieser Nachweis wird unter genügend 
weiten Voraussetzungen in 3.1 gebracht. Die Kon-
struktion der Fundamentallösung von (2.3) erfolgt 
in Abschnitt 4 als Feynman-Produkt nach der Me-
thode von K A T O 2 1 unter Berücksichtigung der in 
diesem Fall möglichen Vereinfachungen. In Ab-
schnitt 5 schließlich wird die Existenz des asympto-
tischen Limes und damit die Existenz des Schwin-
gerschen Funktionais gezeigt. 

3. Hilfssätze für den Existenzbeweis 
der Schwingerschen Funktionale 

3.1. Satz. Voraussetzung. Seien V, ji und j2 reelle 
Funktionen, definiert auf den reellen Zahlen R. Es 
sei V stetig und es existiere ein c > 0, so daß 
V (x) ^ x2 gilt für alle x ^ c und x ^ — c. 

Behauptung. Sei p der Differentiations-, q der 
Multiplikationsoperator in Jf7 = L2(R) und sei 
H = (p2 + V(q))~ die Abschließung von p 2 + V(q). 
Dann sind H und für alle t e R der Operator 
Jf'-j = pji (t) -f- qj2{t) — H selbstadjungiert und 
der Definitionsbereich Q) (i¥' : j2 ) von Mtjl j2 ist für 
alle t e R gleich dem Definitionsbereich Qj(H) v o n H . 

Beweis. Zum Operator pji(t) + qjz{t) — H ge-
hört (im Sinne von 34 II , S. 1278) der formale Diffe-
rentialausdruck 

d 2 d 
dx2 —%h(t) dT - V{x) + )!(t)x . 

Außer diesem betrachten wir im folgenden noch die 
Differentialausdrücke 

d 2 1 
T 2 { t ) : = d*2" - F + h (0 4 ii (0 > 

T 3 ^ : = dt2 ~ + 

und 
d 2 

U(t):= ^ - V(x). 

Sei die Menge aller / e L2(R) mit kompaktem 
Träger, so daß / ' absolut stetig ist und / " e L2(R) 
gilt und sei (f) die Menge aller / e L2(R), so daß 
/ ' absolut stetig auf jedem kompakten Teilintervall 
von R ist und rv(t) feL2(R) gilt (v = 1, 2, 3, 4 ; 
t G R). Sei T°v(t) der Operator, der durch 

T°y(t)f: = rvU)f 

für alle / e und T\(t) der Operator, der durch 
T] {t) f: = rv\t)f für alle fe@\{t) definiert ist. Es 
ist Tv{t) regulär (im Sinne von 34 , II , S. 1280) und 
formal selbstadjungiert (im Sinne von 3 4 , I I , 
S. 1287). Nach 34, II , S. 1294, Th. 10 gilt dann 

T®(t)* — T\ (t) (v = 1 , 2 , 3 , 4 ; teR). 

Für v = 4 hängen diese Größen nicht von t ab ; wir 
schreiben kurz 

r 4 ( f ) = T4, T\{t) = Tl, T\(t) = T\, 

(t) = und Q>\ (0 = . 

Nach 3 5, S. 169, Satz 6 oder 3 4 , S. 1406, Cor. 15 
sind unter Verwendung der Voraussetzungen über 
V die Operatoren T°(t) und wesentlich selbst-
adjungiert. Ihre Abschließungen sind daher selbst-
adjungiert und = T\{t) bzw. = T\. Auf 3>\ gilt 
offensichtlich r 4 / = ( - p2 - F(g)) / ; daher ist T\ 
auch die Abschließung des Operators — p 2 — V (q) 
und es gilt H = (p2 + V (q))~ = - T\,@(H) = 
H ist also selbstadjungiert auf Q(H). Wir zeigen zu-
nächst, daß (t) Q für alle t e R gilt. [Das be-
deutet unmittelbar auch 9 (M'hQ @{H).] Zu 
diesem Zweck sei g e @\(t) beliebig gegeben. Wir 
beweisen zuerst g e 2\(t), dann g e @\(t) und geS>\. 
Für g e L 2 (R) mit g(x): = (exp ( - Ei/2] j2 (t) x)) g (x) 
erhält man: 

(r2(t)~g)(x)=~g" (x) — V(x)g (x) + ji(t)xg (x) + \j\ (t)~g (x) 

= - i ?1(0 (exp - 2 h (0 « ) 9(x) - ih (t) (exp ( - h (0 * ) ) d' (x) + ( e x P o ?2 0 * ) ) 9r" ^ 

+ ( - V(x) + lf2(t) + h(t)x)(exP(- ^ ? 2 ( 0 « ) ) f l ' ( « ) = ( e x p ( - | h ( 0 * ) ) (TI(0 g) (x). 

2 9 X . I . ACHIESER, I . M. GLASMANN, Theorie der linearen 
Operatoren im Hilbertraum, Akademie-Verlag, Berlin 
1965. 
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Wegen exp ^ — 2 j2 (t) xj = 1 und g e (t) erhält 

man daraus, daß r2 (t) g e L2 (R ) gilt. Hieraus folgt 
geQ\(t). Nach Voraussetzung ist V(x) ^ x2 für 
x ^ c und x — c; daher ist F(x) — ji(t) x und 
damit auch V(x) — ji (t) x — \ j\(t) nach unten be-
schränkt für festes t e R. Für ein geeignetes 
M{t)eR gilt daher 

F (x , t): = V(x) - h (t)x-\ j\(t) + M (t) ^ 0 

für alle x E R. Aus g e folgt 

und 

+ V (x,t)g\e L2(R). 
d2 

dx2 

Unter Verwendung der Stetigkeit von F(x , t) be-
züglich x erhält man aus 3 5 , S. 82, Satz 3 oder 34 , 
S. 1545, D. 7, daß (d/dx) g = g' e L2(R) gilt, Aus 

j V ( x ) | 2 d x = J - -2-h(t)g(x) + g'(x) 

• exp I — 2 j2(0 xj d x < o o 

J — 2 ?2 (0 g (x) exp ( — ~ j2 (t) x) dx < o o 

(wegen geL2(R) und exp -^j2{t) x ) = 1) folgt 

J | g' (x) |2 dx < oo, also g'eL2(R). Aus n (t) g e L2{R) 

und g' e L2(R) folgt (r^t) + ij2(t) A)geL2(R) 

und daraus wegen g e L2(R) auch 

(ti (t) + i j2 (t) + 1 ]\ (t))g = r2 (0 g e L2 (R). 

Damit ist g e nachgewiesen. 
U m nun g E Q>\ (t) nachzuweisen, sei V (x, t) wie 

oben konstruiert. Wegen g E gilt 

- V{x,t))geL2{R). 

Mit 35, s . 83, (47) oder 34, S. 1545, D. 7 folgt daraus, 
daß | V(x, t) | g(x) |2 dx < oo gilt. Nach Voraus-
setzung ist V (x) ^ x 2 für x ^ c und x ^ — c ; da-
mit erhält man 

OO > J (V (x) - h (t) x) | g (x) |2 dx ^ J (x2 - h (t) x)\g{x)\2 dx = J ((x - * jx (t) )2 - J )\ (t))\g (x) |2 dx 

und wegen 
oo 

JI g (X) |2 dx < oo folgt J'(x - 1 h C))2 | 9 (X) \2 dx < oo. 
c 

Entsprechend erhält man 

]lx — \ ji (0)2 | g^(x) |2 dx < o o . 
— oo 

Daraus folgt (x — \ ji (t)) g E L2 (R) und daraus we-
gen gEL2(R) schließlich x-gEL2(R). Wegen 
g E (0 u n c l damit x2 (t) g e L2 (R) hat man dann 

(r2(t)-h(t)x)g = r3(t)gEL2(R). 

Das bedeutet gE&\(t). Da sich 73(t) und 74 nur 
um die (von t abhängige) Konstante \ ]\ (0 unter-
scheiden, gilt S>\ (t) = Q}\; also hat man auch g E 
was gezeigt werden sollte. Es gilt also Q S>\ 
für alle TE R. 

Nun zeigen wir, daß die Umkehrung gilt, daß also 
Q)\ C Q>\ (t) ist für alle t E R. Sei dazu g e Q>\ beliebig 
vorgegeben. Wegen = &>\{t) gilt dann 

T 3 [ t ) g E L 2 ( R ) und damit auch y— + T ( x ) j 
g EL2 (R). 
Die Anwendung von 3 5, g. g2, Satz 3 und 3 5, g. 83, 
(47), oder 34, g. 1545, D 7, liefert wieder g' e L2{R) 

und x • g EL2(R). Daraus folgt mit 

d2 

- da.2 + V(x))gEL2(R) 

die Beziehung 
/ d2 d \ 
(dx2 ~ V W ~ I I2 W dx + ^ { T ) X)9 = RI (T) gEL2(R) 

und damit g E !2>\(t) für alle t E R. Damit ist 
C (t) für alle t e R gezeigt. Da aus g EQ>\ stets 

g' E L2 (R) und x • g e L2 (R) folgt, erhält man außer-
dem, daß die Definitionsbereiche ^(p) von p und 

(q) von q den Bedingungen Q) (p) • und 
^ ( g ) D ^ 4 genügen. 

Es gilt also = 9)\ (t) für alle t e R. Wegen 
@ ( p ) 2 ® l u n d = @ l hat der 
Operator 

K,h = Ph(t) + qh(t)~H 

für alle t E R den Definitionsbereich 

9{Mtilth) = 9{H). 

Wegen Q)\ = Qj (H) = (f) gilt dann T\ (t) = Mljuh 

für alle t E R. Der Operator M1^ ^ ist offensichtlich 
symmetrisch, es gilt also 

T\(t)* = M)uj*2 Mlh,h=T\(t). 



Andererseits gilt also T\ (t) Q T\ (t). Damit ist T\ («)* = T\ (t) für alle 
T\(t) = T°i(t)*2T°1(t), t e R gezagt- E s i s t also Mtjuh ( = Tj(f ) ) für alle 

t e R selbstadjungiert mit dem Definitionsbereich 
weil Tx(t) ebenfalls symmetrisch ist; daraus folgt c?i\rt c?/u\ 

T\(t)* = T?(f)** C 3Tj(0* = ri(0 , 
Damit ist Satz 3.1 bewiesen. 

3.2. Satz. Sei j\, 72, und H wie in 3.1. Sei Vt,t'(ja) die Variation von (a = 1, 2) im endlichen 
Intervall [t, t' ]. Es existiere eine Zahl ^ (ji, j2) > 0, so daß V t,t'(ja) ^ ^ (ji,j 2) für oc = 1, 2 und alle 
[t, t'] gilt. Sei 

c 
irt,t'(juh) = max^M'O'a), ^t,r(ji,h): = sup | Jen(r) — ja(T') I , JSt,f{j\,h): = f max |/a(r)|dT 

a = l,2 z.r'e [M'J < a=l,2 
a = 1,2 

und #(71,72): — sup |7a("r) |. Sei ^ : t = to <C t\ <C • • • <Ctn = t' eine Zerlegung des Intervalls [£, t'] mit 
reR, a = l,2 

dv : = tv — und | JT | : = max und sei : t = to < ii < • • • < tn = t' eine Vergröberung von & mit 

dv: = tv — «Vi und | JT | : = max ~öv. Sei I der Einsoperator, r: = (i I — //)-1, : = (i I — Mlh v = l,...,h 
und tftfljJJ'v) — exp (i dv M1^^). Dann existiert eine Zahl Jf (ji, j2) > 0, so daß gilt: 

a) II ( «£ .* (* . ) ••• *fuh{ti) - v l M - ' - w f ^ m r t , v (h,j2)^(h,j2), 

b) II {*?uU(tn) ••• ®H,h(h) - e x p ( i ( f - t) Mlh>j2)) rI ^ (f - t) ^t,t'(h,h)^(h,h), 

e) II Wf \h(tn) • • • Vfuh(h) - exp ( - i(f - t) H)) Tjl ^ (uf,. r (ji, j2) + | X | f , , r (n , ja)) ^ ( h , h) • 

Bemerkung: Die erste dieser Ungleichungen ist implizit in einer Abschätzung von Kato enthalten 21, 
S. 219 (3.11). Katos Methode können wir jedoch auch beim Beweis der übrigen Ungleichungen verwenden. 

Beweis von 3.2: Die Existenz der Operatoren exp (idpMj'ltjt) im Sinne der Theorie der einparametrigen 
Halbgruppen 36, S. 302 und 36, S. 231 ist wegen der Selbstadjungiertheit von Mlh>j2 für alle ji, j2, teR 
stets gesichert. Jeder Operator ^fltj2(tv) ist unitär und kann z. B. mit Hilfe der Spektraldarstellung von 
M^ j2 erhalten werden. Aus der Selbstadjungiertheit von H und M'^ j2 folgt die Existenz und die Be-
schränktheit von .Tund F\\ j2 und der Wertebereich dieser Operatoren ist nach 3.1 gleich dem Definitions-
bereich 9 (H ) von H. Jedes &^j2(tv) bildet den Definitionsbereich seines infinitesimalen Operators M t- l j2 

in sich ab 36, S. 308, Th. 10.3.3, oder 33, S. 239, Th. 2; alle diese Definitionsbereiche sind gleich 9(H) nach 
3.1; daher ist ein Operator der Form = T " 1 2(tn) ••• (h) T überall definiert. Aus der Be-
schränktheit von ^fuj2(t\), . . . , (tn) und r und der Abgeschlossenheit von = (ii — H) folgt die 
Abgeschlossenheit von Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen 37 , S. 78 oder 33, S. 79, folgt dann 
die Beschränktheit von Das entsprechende gilt mit F\\ j 2 statt r . Von dieser Tatsache wird im folgenden 
laufend Gebrauch gemacht werden. 
• Die linke Seite von a), b) und c) kann auf eine einheitliche Form gebracht werden, indem man folgender-
maßen Funktionen j 1 und j2 definiert: 

^ „ s ~ t \ für T F (^'-1: *v]; v = 1, 1, • - n 
a für r ^ t = to und x > t ' = t n . 

Tft.ll M . f Ü F 7a(r): = | 0 f ü r u n d r > t , 

Fa l l e ) : J«(T): = 0 für alle teR (a = l , 2 ) . 

3 5 G. HELLWIG, DifFerentialoperatoren der math. Phvsik, 3 7 H . H . SCHAEFER, Topological Vector Spaces, New York 
Springer-Verlag, Berlin 1964. ' 1966. 

3 6 E . HILLE, R . S. PHILLIPS, Functional Analysis and 
Semi-Groups, A m . Math. Soc. Colloq. Publ., 1957. 



Damit erhält man unter Ausnützung der Halbgruppeneigenschaften die Bezeichnung 

i ® L ( t n ) - - - ® L ( t i ) im Fall a), 
v t h V n ) - - = e x p ( i ( f - t) M'lj2) im Fall b), 

| e x p ( - i(t' - t)H) im Fall c). 

In allen drei Fällen ist dann die linke Seite von a), b) und c) gleich 

I! - ®lü(tn)---®fl<h(h)) r\\. 

Wir vereinbaren für die folgende Rechnung, ein ,,leeres" Operatorprodukt gleich / zusetzen. Es sei also z. B. 

®nJtn) • • • ®Zh(tQ+l) = 1 im Q = n und ^flth{te-1) • • • Wfjh) = 1 für Q = l. 

Die linke Seite von a), b) und c) kann folgendermaßen abgeschätzt werden: 

II ~ ®f1jAtn)---®fljAh)) 71 
n 

= II 2 ®Zh(tn)--> ®U 2 ( t e + 1) (®Zü(t e ) - ®H,h(te)) r|| 5C 
e=i 
n 

^ 2 II - II II Win)-1 WLDH-I) • • • WFJJTI) RW • ( ! ) 
e=i 

Zur weiteren Abschätzung beachten wir, daß gleichmäßig beschränkt ist für alle t e R und a = 1, 2 
(n > h) < Daher ist der Operator -,)"1 r = i IT - h (t0) pT—j2 (te) qT + HT gleichmäßig 

Norm-beschränkt für alle q. Dann ist auch ((-Ty®,^)-1 - O - 1 = F1"1 gleichmäßig Norm-beschränkt für 
alle q. Es existiert also eine Konstante J f i , j2), so daß [| .T - 1 || fS j2) für q = 1, . n gilt. 
Mit s4 : = U p / ! - f || ff/11| erhält man weiter 

II ( Z l u ^ - H = II ( i ^ j J - 1 + r-1 - 1 " - 1 ) n 

= U-Ph Ve) - <lh (*e) + (»'/ + z11 ^ I h (le) I II P -H + I ?2 (te) I k r l + II + 

und IHM'a^-M^^n = 2 \\pr(ji(tv-i) - ? i (M) + qr{j2(t,-i) - j2(tv))\\ 
r = 2 v = 2 

^ II P71 + II qrn 2(1 h (tv-i) - h (M | + | h (tv-i) - h (tv) |) ^ tf v in, h). 
v = 2 

Damit wird in (I) zunächst der rechte Faktor abgeschätzt. Man erhält: 

II ( n ^ - ^ l ^ e - i ) ' - - ^ , ^ ) 1 = I I (Hin)-1 (®H,ü«e-i) / f c ) . ^ . ) " 1 ' ' ' {®fuh{h) / l U ^ U ) " 1 ) T f 

= II (Ifuh)-1 rfch^h.hVe-i) (Ith)-1 r k h ) - wliM (rlh)-1 r]\,n) ( l U ) " 1 z i 

^ I I I N , » ) - 1 R N , H \ \ ( R I II ( / L U ) - 1 R F C U ) II ( N , » ) - 1 R W = « M I I . ) - 1 1 « T U N * ) - 1 R T U v = 2 v = 2 

= I I I N , » ) - 1 R \ \ H II I + ( M L A > - R T ) A 
^ (1 + V(h, h) sf) f i (1 + II (M]'-)2 - M)'uh) r\\ II r - 1 r]\:)t\) 

v = 2 

^ (1 + V{jlt 72) s/) f i (1 + JTö'i, h) II - Mjüh) J I ) ^ e x p ( ^ ^ ( n , ? - 2 ) ) f j 
v=2 v=2 

•exp (J f (h , j 2 )\\ ( M ^ - M ^ r W ) 

= exp K ( h ,72)) exp (JT (h, h) 2 II (^th ~ K,h) rW ^ e x P ( ^ ^ (h ,h)) exp ( ^ r t , r (h, h)^ (h, h)) v = 2 
= exp (s/ V (h, j2) + sJX (h, h) f t , f (h >?2)) ^ exp (sJ V (h, h) + ^ ^ (h, h) ** (h, h)) • (H) 



Für den linken Faktor in (I) erhält man unter Verwendung von 36, S. 312, (10.4.5), oder 21, S. 212, Lemma 3: 
n n 

2 II - v f u i M ) ^ 2 II ( M ' u - M ' i h ) r<ih\\ 
e=l g=i 

n n 

= !*<> II - M'fwh) rr-1 r ] i h « - M%th) r|| | r-1r?uh | 
e=l e=i 

n n 

< Jr (h, h) 2 öq II [Ml j 2 - m%>h) n = j t ( h , h) 2 ^ II vr(h (h) - h («*)) + gr(j2 (te) - j2 (te))« 
e=i e=i 

, h) st 2 <5, (| h (te) - h (te) | + | j2 (tg) - j2 (tg) | ) . (III) 
e=i 

An dieser Stelle werden die Fälle a), b) und c) unterschieden. Im Fall a) wird die Summe zunächst über 
diejenigen q erstreckt, für die tQ im gleichen Intervall [tv - i ,tv] der Zerlegung liegt. Innerhalb dieser 
Intervalle wird \ja(tg) — jx(h) I durch iv_x,(ji> j2) abgeschätzt, so daß die einzelnen Teilsummen durch 
d v ^ ü - u i S h ' h ) abgeschätzt werden können. Daher ist (III) in Fall a) 

n ~ n 
^Jf (h, h) s* 2 df ̂ ü - u u ( h ( h - T u - , , t , ( h ( h ( h , h) • 

r = l v = l 

Dieses Ergebnis setzen wir zusammen mit (II) in (I) ein und erhalten 

II (h) - ®lfAtn)---®lrAh)) r|| 

(h, h)^(ji, h) ^ exp (s/ <e (h, j2) + s j x (h ,j2)r (h, j2). 

Mit JT (h, j2): - J f (ji ,j2)sJ exp (s/ V (h, j2) + stX (ji, j2) V (ji ,j2)) 

ist das die gewünschte Ungleichung 3.2 a). Im Fall b) schätzen wir | ja.(tg) — j<x(tg) | durch iVt, t' {ji, j2) 
nach oben ab. Wir erhalten: 

n n 
x(h,h) 2ög\\vr(h(tQ) - jl(«*)) + qr(j2(tg) - j2(tg)) || < j f ( j l , j2) 1Tt,V (jl,h)*2^ 

^^(h,h)irt,t'(h,j2)^(t'-t). 

Zusammen mit (II) und (I) erhalten wir damit die Ungleichung b). 
Im Fall c) erhalten wir: 

2 <5, \\vr(h(tQ) - h(te)) + qr(j2(tg) - j2(te))\\ 
e = i 

^ JT (h ,j2)s/ 2 de (max | ( t e ) \) ^ JT (h ,j2) st J.dQ (max ((inf | ; a (r) |) + ^ , (h ,j2)) 
e = l a = l,2 e = l a =1,2 re[<c_i,<e] 

^ ^ ( h , h) * ( f max | u(T) | dr + 2 (5, , ^ (h ,j2))^X (ji, h) s * r (h ,h) + \&\ ^t, r (ji, h)) • 
t a = l,2 e=l 

Zusammen mit (II) und (I) erhalten wir damit die Ungleichung c). 
Damit ist Satz 3.2 bewiesen. 

4. Feynman-Produkte als Fundamentallösungen 

Mit Hilfe von 3.1 und 3.2 kann nun gezeigt werden, daß das Feynman-Produkt 
t 

T exp i j (ipi ji (T) + xp2 j2 (T) — H) dr 
to 

als starker Limes endlicher Produkte existiert und eine Fundamentallösung von 2.3 ist. 



4.1. Satz. Voraussetzung: Seien V, ji und j2 reelle Funktionen auf R. Es sei V stetig und es existiere ein 
c > 0, so daß V(x) ^ x2 für x > c und x < — c gilt; j\ und j2 seien von beschränkter Variation auf R, 
d. h. es existiere ein V (ji, j2) < oo, so daß die Variationen von j\ und j2 in sämtlichen endlichen Intervallen 
stets ^ V (ji, j2) sind. 

Behauptung: Sei xpi = p, xp2 = q und H = (p2 + V (q))~ (wie in 3.1) im Hilbertraum Jt = L2(R) und 
sei 2t: to < t\ < • • • < tn = t mit Öv: = tv — tv-1 und | j : = max bv eine Zerlegung von [to, £]. Dann 
existiert im Sinne der starken Konvergenz der Grenzwert "=i,...,n 

lim (exp i (xp\ ji (tn) + xp2j2(tn) — H) Ön) ••• (expi(rpiji(h) + y2j2(h) — H) bi); 
\2T\-M) 

t 

er wird mit T e x p i (ipiji(r) + y2j2(r) — H) dr bezeichnet. 
to 

Bemerkung: Die Voraussetzungen über V umfassen den anharmonischen Oszillator mit dem Potential 
V (x) = x4. Die Voraussetzungen über j\, j2 sind wenig einschränkend; sie umfassen alle j\,j2 mit 

+ oo 

I | ? < x ( T ) | dr < o o , also z .B . alle Konstanten oder alle Funktionen aus dem Raum S von Schwartz. 
oo 

Beweis von 4.1: Die Voraussetzungen von 3.1 und 3.2 sind erfüllt. In der Bezeichnung von 3.2 lautet 
die Beh. 4.1, daß der starke Limes lim h (tn) • • • (h) existiert. Es seien &*:t0 = < t(i] < " • < 4*?= 1 

\2T\-+0 
Zerlegungen von [f„, t] mit ö[X) = t[l) — , max <5<A) für X = 1, 2, 3, so daß ^<3> eine Verfeinerung 

>'=1 nx 
von und ist. Dann gilt nach 3.2 a) für A = 1,2 die Beziehung 

II - r\\ < : \ * * \ h ) • 

Daraus folgt unmittelbar 

II (4V) • • • (t[1]) - (O • • • c (<i2))) + rHh f &, h) ^ (h, h) • 

Daraus folgt nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium, daß lim j2(tn) ••• j2(h) F im Sinne der 
liTI^O 

Operatornormkonvergenz existiert. Dieser Limes existiert dann auch im Sinne der starken Konvergenz. 
Daher existiert lim <%f[j2(tn) ••• j2(ti) cp für alle cp der Form F\p mit xp £ ffl; diese liegen in J f dicht, 
weil der Definitionsbereich 2 ( H ) (= !2>( i l — H)) in J f dicht liegt. Da alle Operatoren ^ j f j 2 ( M unitär 
sind, kann nun der Satz von Banach-Steinhaus 36, S. 41, Th. 2.11.4, oder 3 7 , S. 85, 4.5, angewendet werden. 
Daraus folgt, daß lim {t n) "' %n j2 (^i) cp sogar für alle cp e existiert. Das ist die Behauptung von 4.1. 

t 

Der Nachweis, daß T exp i f (xpij\(x) -j- ^2?2(t) — H) dr eine Fundamentallösung von 2.3 ist, erfordert 
to 

zusätzlich die Stetigkeit von ji und j2. 

4.2. Satz. Voraussetzung: Zusätzlich zur Voraussetzung von 4.1 seien die Funktionen ji und j2 stetig aufR. 

Behauptung: Sei ipi = p, ip2 = q und H in J f wie in 3.1. Dann ist die Operatorfunktion 

~ J ̂ e x p i J ( ^ i n ( r ) + y2j2(T) - H)dx für t0<t, 
to, t -> W[to, t): = < to 

( / für t0 = t 

eine Fundamentallösung von ^ x(t) = i{rpiji(t) + xp2j2{t) — H)x(t). 

Beweis: Sei to^t < t' und 2£(b, t') : t0 < t\ < ••• < tn> = t' mit bv = tv — tv-\ und <5 = max bv ein 
System von Zerlegungen von [io, t'], so daß t Teilpunkt, etwa = tn ist. Sei »=1,...,«' 

Bf/X1': = (tn0 • • • (h), B«?Ü : = (tn) • • • (h) für t > t0 



und = I für t = to und 

Dann gilt nach 4.1 

Hm F Z T ^ S ; 1 ' - = - 0 ,0) <5—M) 

im Sinne der starken Konvergenz. Im gleichen Sinn erhält man 

lim ? ^ ( B ^ f - B f W ) = lim ~ ( B j t f - I ) = lim / _ - - exp(»(«' - |) J f } ^ ) 
r->-< t'-*t 

+ e x p ( i ( t ' - t ) M l j u h ) - I ) Bjffi 
= lim (Bj'ujt - ^ p (»(«' - t) M)uh) Bf')-1 + lim ^ (exp (i (f - t) Mljuh) - I) Bjffi . 

t'-+t t'-*t 

Nach 3.2 b) gilt 

I ~ (B^jl - exp (i (f -1) M]uh)) r < r (h, h) ^(h, h); 

unmittelbar aus der Stetigkeit von j\ und j2 folgt iVt, v (ji, j2) -> 0 für t' ->t\ der Operator Bf'j'*F ist 
gleichmäßig beschränkt für alle d; daraus folgt, daß 

lim / - (B^:r - e x p ( i ( f - t) M'n>n)) r i Bf'yjF 

im Sinne der Norm und daher 

lim t X t (BfJi - exp (i(f - t) M]uh)) 

im Sinne der starken Konvergenz gegen 0 konvergiert, und zwar gleichmäßig für alle ö. Aus der Theorie 
der einparametrigen Halbgruppen (z.B. 36, S. 306, 10.3) folgt, daß 

lim ->- - (exp(i(« ' - t) Mlh<h - I) <p = iMljuh<p 

gilt für alle y e 9 (Mljl h) ( = 9(H)) im Sinne der Norm in Jf7. Daher gilt 

lim y 1 — (exp (i (V - t) Mlh Jt) — I) F = i M'1>h F 

und damit auch 

lim t } _ - (exp (i(f - t) M)uh) - I) rr-1 B ^ F = lim ? ( (exp(i(f ' - t) M)uh) - I) Bf'y'F 
t'-+t t'-*t 

im Sinne der starken Konvergenz. Damit erhalten wir 

lim y ^ j (Btftf - r = lim — ~ exp(i(« ' - t) M^h)) B ^ F 

+ lim y 1 - ( exp ( i ( f - t) MlhJ - I) &fütr= i Mlhthr 

im Sinne der starken Konvergenz. 

Der Limes lim -p—- (Bf^ - e x p ( i ( f - t) Mljl h)) F existiert 
wie erwähnt gleichmäßig für alle (5; 

r-»< 
der Limes Hm y1_t ( e x p ( i ( f - t) M)uh) - I) B^F = ( exp ( i ( f - t) M'juh) - I) W(t0,t) F 

<5—0 



existiert gleichmäßig für alle t', weil Bf/j' nicht von t' abhängt, Daher gilt 34, S. 28,6, die Vertauschbar -
keitsbeziehung 

lim lim ( B 6 ^ - B f t t f ) r = lim lim ™ ( B f ^ f - Bf^'J) r • 
t'~>t <5-̂ 0 <5—K) t'-*t 

Daraus folgt 

lim (t0 ,t')~ ®juh(t0 ,t))T= lim i M]uh BföJ r = i M'juh ®(t0,t)r, 
t'->t <s—>o 

alles im Sinne der starken Konvergenz. Entsprechend erhält man 

lim ~ (%uh(t0,n - whlh(to,t)) = iMt;uhwhj2(to,nr. 

Das bedeutet das Bestehen der G l e i c h u n g ^ (to, t) T = iMlh (to, t) T im Sinne der starken 

Topologie oder der Gleichung ^jltj2(to, t) cp = iM1^ ^ t) cp für alle cpe^(H) bezüglich der 
Norm in J f . Q)(H) liegt dicht in J f ; es ist somit gezeigt, daß 2.1 c) erfüllt ist. Die Bedingung 2.1 a) und b) 
sind ebenfalls erfüllt. Die Unitarität von Wjuj2(to, t) für alle t ^ to folgt unmittelbar aus der Unitarität 
der Operatoren (tv) für alle 2t und tv. Damit ist Satz 4.2 bewiesen. 

Aus der Fundamentallösung tft?j2(to, t) von 2.3 erhalten wir durch unitäre Transformation eine Fun-
damentallösung von 1.3. 

4.3. Satz. Voraussetzung: Wie in 4.2. 

Behauptung: Sei xpi — p, xp2 — q und H wie in 3.1 und sei = elHt xp^e"1111 (a = 1, 2) in J f = L2(R). 

Dann ist to, t -> n.)2(to, 0 : = zlHt Wjtjiih, t) e~lHto eine Fundamentallösung von 

^ * (0 = * ( n (t) h (0 + n (0 h ( 0 ) * ( 0 • 

Bemerkung: Mit Hilfe der Trotter-Formel 38, S. 903, 5.3, oder 39 , S. 546, 2, kann gezeigt werden, daß 
folgendes gilt: 

T exp i j* (tpi (r) j\ (r) + xp2 (r) j2 (r)) d r für t0 < t, 
l> = ] «'o 

( I für t — to . 

Beweis von 4.3: Wir betrachten die Identität 

(%uh(to,n - *jl.h(h,t))r= tr-t (eim' - eiHt) rr-i %1>h(to, n e~iH'° r + eim • / t 

• ( « W o , n - o,0) e~iH'°r. 

Hierbei konvergiert im Sinne der starken Konvergenz für t' -> t: 

_ J _ (eiHt' _ eiHtyp gegen {Heimr, r - 1 (to,t')e~iHt0r gegen Z1"1 %n j2(t0,t)e~iHtor 

(denn aus der Differenzierbarkeit von ^jltj2(to, t) bezüglich t folgt die Stetigkeit) und 

o,t')-Vh,h(to,t))r gegen i(rp1j1(t) + xp2j2(t) - H) %l>h(t0, t) T (nach 4.2) . 

Daher ist der starke Limes von , _ t (^juj2(to, ? ) — ^j^jtih, 0) F für gleich 

iHeimrr-iWhtj2(t0,t)e-iHt°r+ eimi(xplj1(t) + tp2j2(t) - H) %lij2(t0,t) Tr-WiHt"T. 

3S H . F. TROTTER, Pac. J. Math. 8, 887 [1958], 3 9 H . F. TROTTER, Proc. A m . Math. Soc. 10, 545 [1959]. 



Dies ist mit iHelHtT = elHtiHT gleich 

eim i (xpx ji (t) + V2 h (0) % j , Co, 0 r = t (<) n (<) + xp2 (0 h (<)) % ,h Co ,t)T. 

Für alle <p aus dem Wertebereich von r, also für alle cp e 9 (H ) gilt somit 

lim (t0 ,t')~ (t0,t))<p= * %uh(t0 ,t)cp = i(Vi (t) h (0 + V2(t) h(0) ,h(*o, 0 9> • 

Damit ist 2.1 c) erfüllt; 2.1 a) und b) gelten trivialerweise. Satz 4.3 ist bewiesen. 

5. Asymptotisches Verhalten und Existenz des Schwingerschen Funktionais 

Die Existenz des Schwingerschen Funktionais erfordert nach 2.2 die Existenz des asymptotischen Limes 
lim %lih(t0, t) im Sinne der starken Konvergenz. Hierzu ist eine Bedingung für das Verhalten von j0L(t) 

t -*+oo 
to—*— oo 

für £-> ± oo erforderlich. 

5.1. Satz. Voraussetzung: Zusätzlich zur Voraussetzung von 4.1 seien j\ und j2 stetig und es gelte 
+ oo + oo 
JI 7I(T) I d r < oo und J | j2 (r) | dr < oo . 

— oo — oo 

Behauptung: Dann existiert (Bezeichnung wie in 4.1) der Limes 
t 

<&h ,h : = lim eiHt(TexVi $(Wlj1(T)+tp2j2(T)-H)DT)e-im<> 
t ->• +oo t'o 
to—* — oo 

im Sinne der starken Konvergenz, d.h. (nach 4.3) es existiert das Schwingersche Funktional 

ji,j2->%(j\,j2) : = 

für alle der Voraussetzung genügenden ji, j2. 

Bemerkung: Die Voraussetzungen über ji,j2 sind nicht sehr einschneidend. Sie sind z .B. erfüllt, wenn 
ji und j2 stetig dilferenzierbar sind und die Bedingungen 

+ 00 + oo 
J|?a(T)| dr < oo , / | ]'&(*) | dr < oo ( < x = l , 2 ) 

— oo — oo 

erfüllt sind. Das ist eine weit umfangreichere Funktionenklasse als der Raum S. Satz 5.1 sichert z .B. die 
Existenz des Schwingerschen Funktionais für den anharmonischen Oszillator mit dem Potential V (x) = x4. 

Beweis von 5.1: Es genügt aus Symmetriegründen, den Limes t -> -f- oo zu untersuchen. Mit 

r = ( H - H ) - 1 und <%hiU(t0,t) 

nach 4.2 zeigen wir zunächst, daß lim °^jujz(to, t) r im Sinne der Operatornorm existiert. Dazu genügt 
oo 

es nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium zu zeigen, daß (im gleichen Sinn) 

lim (%lJt(to,t")-Wh,h(to,t'))r=0 gilt. 
t',t"~* OO 

t">t' 

Sei to < t' < t" und 2£ (d, t"): to < ti < • • • < tn = t" mit dv—tv— tv-1, d = max öv 

ein System von Zerlegungen von [£o, t"], so daß t' Teilpunkt, etwa = tw ist. Wir setzen 

Bfut" : = «fWHt») - «g^'Hh), BW : = <*%$'">(**)- <*?x%n(h) 
und 



und betrachten die Abschätzung 

II (eiHr Bf^jf e-iH'o - eiHt'Bf/tf e~iHt) r|| = || (eiHt" Btff - eim) B6^1'e~iHt°T\\ 

= \\eiHt"(B}-w' - e - ^ ' - ^ r r - ^ B 0 ^ ' r r - u - ^ r w 

^ I I ( B h ' h " - e - i H « " - ' " > ) r i I r - 1 Bf^f r | ||r-1 e-iHt°rn. 
Der zweite und der dritte Faktor des letzten Ausdruckes sind gleichmäßig für alle ö, to, t beschränkt. 
Der Faktor 

U B s , t ' , r _ e - m r - n ) r i l 

ist nach 3.2 c 

+ 
Wegen j \ ?a(<) \ dt < oo (<* = 1, 2) gilt lim^t>,t~(h,h) = 0 

— oo / ' , / "—>oo 

und da j\, ji von beschränkter Variation sind auf R (4.1), 

so gilt lim "i t',t"(jh ji) = 0, es gilt also 

lim I ( B f ' j l " - e - « r « " - 0 ) p\\ = 0 . 
t',t"~* OO 

t">t' Damit gilt auch lim || ( e i H t " B f ^ f e~iHt° - eiHt'Bf'yJ'e~im") 7 1 = 0 . 
OO 

t">t' 

Andererseits gilt nach 4.1: 

lim (eim"Böj[ j f e~iH'° - eiHt' Bttftf"e~iHU) F = {eiHrWjljh{t0,t") e~iHto - eim'<&hth(t0, t') e~into) F 
<5—>0 

= (Wh,h(to,t")-Whth(to,t')F. 

Diese Konvergenz ist gleichmäßig für alle t' und t", denn es ist "Vt0,t'(jl, ji) und 'f to,t"{j\, ji) in 3.2 a) 
stets y (ji, j2) und diese Zahl (4.1) ist unabhängig von t' und t". Damit erhält man 

lim (Wjl,h(to,t")-Wjuh(to,t'))F= lim lim (eiHt" B^tf" e~iHt° - eim' B6-^'e~iHt°) T 
T',T"->00 < ' ,<" -• 00 <$—>0 

t">t' t">t' 
= lim lim (eiHt" Bf^f e-iHto - eiHt' Bf^f e~iHto) F = lim 0 = 0 

<5-»0 t',t"^>oo <*->0 
t">t' 

im Sinne der Operatorkonvergenz. Hieraus folgt die Existenz von lim %jltj2{to, 0 F im gleichen Sinn. 
/—>00 

Da der Wertebereich von F gleich 3>(H) ist und damit in J f dicht liegt und (%j1ji{to, t) stets unitär ist, 
kann wieder mit Hilfe des Satzes von Banach-Steinhaus (36, S. 41, 2.11.4) geschlossen werden, daß 
lim ^jltji(to, t) im Sinne der starken Konvergenz existiert. Damit ist Satz 5.1 bewiesen. 
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Herrn Prof. Stumpf vom Institut für Theoretische Physik in Tübingen möchte ich sehr herzlich für die 
Anregung zu dieser Arbeit sowie für zahlreiche nützliche Diskussionen danken. 


